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１ ． ス ペ ク ト ル 解 析 の 基 礎  

 2 次 元 空 間（
2R ）上 の ベ ク ト ル x を 、別 の ベ ク ト ル ,a b の 係 数 倍 の 和 で 表 す 。 ,a b

が 1 次 独 立 で あ れ ば 、 係 数 は 一 意 に 決 ま る 。  

λ η= +x a b         (1 )  

ベ ク ト ル ,a b と し て 、 大 き さ 1 の ベ ク ト ル 1 2,e e を 考 え る と 、 係 数 は ベ ク トル x の

座 標 成 分 と な る 。こ の と き 1 2,e e を 基 底 ベ ク ト ル と い い 、 1 2,e e が 直 交 し て い る 場 合 を

直 交 座 標 系 、 そ れ 以 外 を 斜 交 座 標 系 と い う 。  

 

 

 

 

 

 

ベ ク ト ル ,a b の 内 積 は 、 そ れ ぞ れ の 成 分 を
1 1

2 2

,
a b
a b
   

= =   
   

a b と す る と  

( )
2

1 1 2 2
1

, cosT
i i

i
a b a b a b θ

=

= = + = =∑a b a b a b     (2 )  

で 定 義 さ れ る 。 こ こ に 、 a は ベ ク ト ル a の ノ ル ム （ 長 さ ） で あ り 、  

( ) 2 2
1 2, a a= = +a a a        (3 )  

ま た 、 θ は ベ ク ト ル ,a b 間 の 角 度 で あ る 。  

直 交 基 底 ベ ク ト ル で は 内 積 と ノ ル ム は  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 2 2, 0, , 1, , 1,= = = = =e e e e e e e e    (4 )  

と な る 。  
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い ま ベ ク ト ル x が 、 直 交 基 底 ベ ク ト ル を 用 い て  

1 1 2 2λ λ= +x e e         (5 )  

と 分 解 さ れ て い る と き 、 x と 1 2,e e の そ れ ぞ れ の 内 積 を と る と 、  

( )1 1,λ = x e ,  ( )2 2,λ = x e        (6 )  

と な り 、 座 標 成 分 1 2,λ λ が 求 め ら れ る 。 す な わ ち  

 1 1 2 2λ λ= +x e e         (7 )  

( ), , 1, 2i i iλ = =x e        (8 )  

同 様 に 、 3 次 元 空 間 （
3R ） 上 の ベ ク ト ル x は 、 直 交 基 底 ベ ク ト ル 1 2 3, ,e e e を 用 い て  

 1 1 2 2 3 3λ λ λ= + +x e e e        (9 )  

( ), , 1, 2,3i i iλ = =x e        (10 )  

と 分 解 す る こ と が で き る 。 つ ま り 3 次 元 空 間 の 座 標 成 分 1 2 3, ,λ λ λ が 求 め ら れ る 。  

 こ こ で 、 ベ ク ト ル は “ 矢 印 ” と い う イ メ ー ジ か ら 離 れ て 、 以 下 の よ う に 一 般 化 す

る 。 い ま 、 n 次 元 空 間 （
nR ） に 属 す る ベ ク ト ル

n∈a R の 成 分 を ( )1 2
T

na a a と す

る 。 成 分 を 並 べ る と 以 下 の よ う な 図 が 描 け る 。  

 

 

 

 

 

 

任 意 の ベ ク ト ル ,a b に つ い て 、  

①  , n∈a b R な ら
n+ ∈a b R  

②  n∈a R な ら
nλ ∈a R （ こ こ に λは ス カ ラ ー ）  

が 満 足 さ れ る 。 ま た 、 ベ ク ト ル ,a b の 内 積 は  

 ( )
1

,
n

T
i i

i
a b

=

= =∑a b a b        ( 11 )  

で あ り 、 以 下 の 性 質 が あ る 。  

①  ( ), 0≥a b  と く に  ( ), 0=a a  な ら  =a 0  

②  ( ) ( ), ,=a b b a  

③  ( ) ( ) ( ), , ,+ = +a b c a c b c  

④  ( ) ( ), ,λ λ=a b a b  

 

1 1n −  n  

・・・ 

1a  
2a  1na −  

na  

2  
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こ の と き 、 ベ ク ト ル
n∈x R は 、 直 交 基 底 ベ ク ト ル 1 2, , , n

n ∈e e e R を 用 い て 、 以 下 の よ

う に 成 分 に 分 解 す る こ と が で き る 。 つ ま り 、 n 次 元 空 間 の 座 標 成 分 が 求 ま る 。  

1

n

i i
i
λ

=

=∑x e         (12 )  

( ), , 1, 2, ,i i i nλ = =x e        (13 )  

 

次 に 、区 間 [ ],a b で 定 義 さ れ る 連 続 関 数 の 集 合 Cと 、Cに 属 す る 関 数 ( )f x を 考 え る 。

図 を 比 較 す れ ば 、 関 数 f は 成 分 の 数 が 無 限 大 の ベ ク ト ル と 解 釈 す る こ と が で き る 。  

 

 

 

 

 

任 意 の 関 数 ,f g に つ い て 、 集 合 に 属 す る こ と を 記 号 ∈で 表 せ ば 、  

①  ,f g∈Cな ら f g+ ∈C  

②  f ∈Cな ら fλ ∈C（ こ こ に λは ス カ ラ ー ）  

が 満 足 さ れ る 。 こ の よ う な 集 合 Cを 関 数 空 間 と い う 。 ま た 、 関 数 ,f g の 内 積 を  

 ( ) ( ) ( ),
b

a
f g f x g x dx= ∫        (14 )  

と 定 義 す る 。 ベ ク ト ル と 同 じ よ う に 、 以 下 の 性 質 が あ る 。  

①  ( ), 0f g ≥  と く に  ( ), 0f f =  な ら  ( ) 0f x =  

②  ( ) ( ), ,f g g f=  

③  ( ) ( ) ( ), , ,f g w f w g w+ = +  

④  ( ) ( ), ,f g f gλ λ=  

ベ ク ト ル と 同 じ よ う に 、内 積 ( ), 0f g = の と き 、関 数 f と g は 直 交 す る と い う 。ま た 、

関 数 f の 大 き さ を ( ),f f f= と す る 。こ の よ う に 内 積 が 定 義 さ れ る 関 数 空 間 を ヒ ル

ベ ル ト 空 間 と い う 。  

 こ の と き 、関 数 f ∈Cは 、大 き さ 1 の 互 い に 直 交 す る 関 数 列 1 2, , , nφ φ φ ∈C を 用 い て 、

以 下 の よ う に 成 分 に 分 解 す る こ と が で き る 。  

1
i i

i
f λφ

∞

=

=∑         (15 )  

a  
x  

( )f x  

b  
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( ) ( ) ( ), , 1, 2, ,
b

i i ia
f f x x dx i nλ φ φ= = =∫      (16 )  

こ れ を ス ペ ク ト ル 分 解 と い う 。つ ま り ヒ ル ベ ル ト 空 間 で は 、関 数 が ベ ク ト ル に 、直

交 関 数 を 用 い た ス ペ ク ト ル が 直 交 座 標 の 成 分 に 、 そ れ ぞ れ 対 応 し て い る 。  
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２ ． フ ー リ エ 級 数 展 開  

 直 交 関 数 列 1 2, , , nφ φ φ ∈C の 例 と し て 、 sin や cos 関 数 の 集 ま り を 考 え る 。  

sin 0 , cos 0 , sin1 , cos1 , , sin , cos ,x x x x n x n x⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

こ れ ら は 、区 間 ( ),π π− で 互 い に 直 交 す る 大 き さ 1 の ベ ク ト ル で あ る 。た だ し 、ここ

で の 内 積 は 、  

( ) ( ) ( )1,f g f x g x dx
π

ππ −
= ∫       (17 )  

と 定 義 す る 。 実 際  

( ) 0,1sin , sin sin sin
1,

m n
nx mx nx mx dx

m n
π

ππ −

≠
= ⋅ =  =

∫    (18 )  

( ) 0,1cos , cos cos cos
1,

m n
nx mx nx mx dx

m n
π

ππ −

≠
= ⋅ =  =

∫    (19 )  

( ) 1sin , cos sin cos 0nx mx nx mx dx
π

ππ −
= ⋅ =∫     (20 )  

と な る 。 し た が っ て 、 ヒ ル ベ ル ト 空 間 の ス ペ ク ト ル 分 解 か ら 、 任 意 の 関 数 f は 、 区

間 ( ),π π− で 次 の よ う な 成 分 に 分 解 さ れ る 。  

( ) ( )
0

cos sinn n
n

f x a nx b nx
∞

=

= +∑       (21 )  

こ こ に 、  

( ) ( )

( ) ( )

1, cos cos

1, sin sin

n

n

a f nx f x nx dx

b f nx f x nx dx

π

π

π

π

π

π

−

−

= =

= =

∫

∫
     (22 )  

実 は 一 箇 所 間 違 い が あ る 。 と い う の は 、  

( ) 0,1cos , cos cos cos
1,

m n
nx mx nx mx dx

m n
π

ππ −

≠
= ⋅ =  =

∫    (23 )  

と 書 い た が 、 0n m= = の と き だ け  

( ) 1cos 0 , cos 0 1 2x x dx
π

ππ −
= =∫       (24 )  

と な る の で あ る 。そ の た め 、 0n = の と き だ け 係 数 を 半 分 に し な け れ ば な ら な い の で 、

正 し く は  

( ) ( )0

1
cos sin

2 n n
n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑      (25 )  
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と な る 。 こ れ を フ ー リ エ 級 数 展 開 と い う 。 こ こ で 、  

cos , sin
2 2

inx inx inx inxe e e enx nx
i

− −+ −
= =      (26 )  

を 代 入 す る と 、  

( ) 0

1 12 2 2
inx inxn n n n

n n

a a ib a ibf x e e
∞ ∞

−

= =

− +   == + +   
   

∑ ∑     (27 )  

こ こ で 、 第 １ 項 は 、 0 0b = か ら  

0

02 2
inxn n

n

a a ib e
=

− =  
 

       (28 )  

さ ら に 、 第 ３ 項 は 、 ,n n n na a b b− −= = − か ら  

 
1

1 2 2
inx inxn n n n

n n

a ib a ibe e
∞ −

−

= =−∞

+ −   =   
   

∑ ∑      (29 )  

と な る の で 、 ま と め る と  

( )
2

inx inxn n
n

n n

a ibf x e C e
∞ ∞

=−∞ =−∞

− = = 
 

∑ ∑      (30 )  

こ こ に 、  

( )( ) ( )1 1cos sin
2 2 2

inxn n
n

a ibC f x nx i nx dx f x e dx
π π

π ππ π
−

− −

−
= = − =∫ ∫   (31 )  

と な る 。  
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（ 例 題 ）  
2y x=  た だ し ( )xπ π− ≤ ≤  の フ ー リ エ 級 数 展 開 を 求 め よ  

（ 回 答 ）  

2 2
0

1 2
3

a x dx
π

π
π

π −
= =∫  

( )2
2

1 4cos 1 n
na x nxdx

n
π

ππ −
= = −∫  

21 sin 0nb x nxdx
π

ππ −
= =∫  

よ り  

( ) ( )
2

2
1

41 cos
3

n

n
f x nx

n
π ∞

=

= + −∑  

 

図 か ら も 足 し 合 わ せ る 項 の 数（ n ）を 増 や と 近 似 の 精 度 が 増 す こ と が 分 か る 。一 方、

フ ー リ エ 級 数 展 開 は 区 間 ( )xπ π− ≤ ≤ に お け る 近 似 で あ り 、 そ れ 以 外 の 区 間 で は 周 期

2π で 繰 り 返 す 関 数 と な る 。  

 

 

2 / 3π  

1n = ま で  

0n = ま で  

2n = ま で  
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３ ． 有 限 フ ー リ エ 級 数  

 次 に 、 地 動 加 速 度 デ ー タ の よ う に 、 離 散 的 な 値 か ら 構 成 さ れ る 波 形 デ ー タ に つ い

て フ ー リ エ 級 数 展 開 を 考 え て み よ う 。波 形 は 、一 定 の 時 間 間 隔 t∆ で サ ン プ リン グ さ

れ た N 個 の 離 散 デ ー タ { }0 1 2 1, , , , Nx x x x − と す る 。 波 形 の 継 続 時 間 は T N t= ∆ と な る 。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

周 期 が T と 等 し く な る 三 角 関 数 の 離 散 デ ー タ は 、 基 本 振 動 数 を 0 1/f T= と す れ ば 、  

 

 

 

 

 

 

 

 

振 動 数 が 0kf k f= の 場 合 は 、  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0t  
t  

0x  
1x  2x  

mx  

2Nx −  
1Nx −  

1t  2t  
mt m t= ∆  

2Nt −  1Nt −  

T N t= ∆  
t∆  

( )0sin 2 mf tπ  

( )0cos 2 mf tπ  

mt  

mt  

( )sin 2 k mf tπ  

( )cos 2 k mf tπ  

/T k  

mt  

mt  
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と な る 。 こ こ で 、  

( )( )0
2 22 2

/k m
km kmf t kf m t

T t N
π ππ π= ∆ = =
∆

     (32 )  

よ り 、  

 ( ) 2sin 2 sink m
kmf t

N
ππ  =  

 
 お よ び  ( ) 2cos 2 cosk m

kmf t
N
ππ  =  

 
  (33 )  

と 書 け る 。  

離 散 関 数 ( ) ( ), , 0,1, 2, , 1f m g m m N= −  の 内 積 を  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0
,

N

m
f m g m f m g m

−

=

= ∑       (34 )  

と 定 義 す る と  

1

0

0
2 2 2 2sin , sin sin sin / 2 0

0 0

N

m

l k
lm km lm km N l k

N N N N
l k

π π π π−

=

≠
         = = = ≠        

          = =

∑   (35 )  

1

0

0
2 2 2 2cos , cos cos cos / 2 0

0

N

m

l k
lm km lm km N l k

N N N N
N l k

π π π π−

=

≠
         = = = ≠        

          = =

∑   (36 )  

1

0

2 2 2 2sin , cos sin cos 0
N

m

lm km lm km
N N N N
π π π π−

=

        = =        
        

∑    (37 )  

の 関 係 が 成 立 す る の で 、 三 角 関 数 の 離 散 デ ー タ は 、 直 交 関 数 と な る こ と が わ か る 。

こ れ よ り 、 離 散 波 形 デ ー タ ( )0,1,2, , 1mx m N= − を 、 直 交 関 数 を 用 い て 成 分 に 分 解 す

る こ と が で き る 。 無 限 大 ま で 和 を と ら ず に / 2N で 打 ち 切 る と  

/2

0

2 2cos sin
N

m k k
k

km kmx A B
N N
π π

=

 = + 
 

∑      (38 )  

と 表 せ る 。 0k = の と き に は
2 2cos 1, sin 0km km

N N
π π

= =  な の で 0A が 残 る が 、あ と の 内

積 の 表 現 に 合 う よ う に 0A  を 0 2A と し て お く 。ま た 、 / 2k N= の と き は
2sin 0km

N
π

= と

な る の で /2
2cosN

kmA
N
π

 が 残 る が 、 こ れ も /2NA  を 半 分 の /2 2NA と し て お く 。 す る と 、

級 数 和 は 以 下 の よ う に な る 。  

( )/2 1
0 /2

1

/ 22 2cos sin cos
2 2

N
N

m k k
k

N mA Akm kmx A B
N N N

ππ π−

=

 = + + + 
 

∑   (39 )  
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こ れ を 有 限（ ま た は 離 散 ）フ ー リ エ 級 数 と い う 。フ ー リ エ 係 数 は 、内 積 と 関 数 直 交

性 を 利 用 す れ ば 、 次 式 か ら 求 ま る 。  

1

0

2 2 2 2, cos cos , 0,1,2, ,
2

N

k m m
m

km km NA x x k
N N N N

π π−

=

 = = = 
 

∑    (40 )  

1

0

2 2 2 2, sin sin , 0,1,2, , 1
2

N

k m m
m

km km NB x x k
N N N N

π π−

=

 = = = − 
 

∑    (41 )  

有 限 フ ー リ エ 級 数 は 、 ( )( )0
2 2 2 2

/ k m
km km kf m t f t

N T t
π π π π= = ∆ =

∆
 よ り  

( ) ( )( ) ( )
/2 1

0 /2
/2

1
cos 2 sin 2 cos 2

2 2

N
N

m k k m k k m N m
k

A Ax A f t B f t f tπ π π
−

=

= + + +∑  (42 )  

と も 書 け る 。 こ れ よ り 、 連 続 関 数  

( ) ( ) ( )( ) ( )
/2 1

0 /2
/2

1
cos 2 sin 2 cos 2

2 2

N
N

k k k k N
k

A Ax t A f t B f t f tπ π π
−

=

≈ + + +∑   (43 )  

は 、 N 個 の デ ー タ 点 0 1 2 1, , , , Nt t t t t −=  で 両 辺 の 値 が 一 致 す る 。 右 辺 の 最 高 振 動 数 は  

/2 0
1

2 2 2N
N Nf f

T t
= = =

∆
       (44 )  

で あ り 、 こ れ を ナ イ キ ス ト 振 動 数 と 呼 ぶ 。 す な わ ち 、 波 形 ( )x t が こ れ 以 上 の 振 動 数

を 含 ん で い て も 、有 限 フ ー リ エ 級 数 で は 表 現 で き な い と い う 意 味 で 、振 動 数 分 解 能

を 表 し て い る 。ま た 、フ ー リ エ 級 数 展 開 は 区 間 ( )0 t T≤ ≤ に お け る 近 似 で あ り 、そ れ

以 外 の 区 間 で は 周 期 T で 繰 り 返 す 関 数 と な る 。  

 

 (39)式 の 有 限 フ ー リ エ 級 数 に  
2 2 2 2

2 2cos , sin
2 2

km km km kmi i i i
N N N Nkm e e km e e

N N i

π π π π

π π
− −

+ −
= =    (45 )  

を 代 入 す る と  
2 2/2 /2 1

0 12 2

km kmN Ni ik k k kN N
m

k k

A iB A iBx e e
π π− −

= =

   − +
= +   

   
∑ ∑  

こ こ で  

k k N k N kA iB A iB− −+ = −        (46 )  

( )22 N k mkm ii NNe e
ππ  −    −    

   =        (47 )  

の 関 係 を 用 い て 整 理 す る と 、 以 下 の 有 限 複 素 フ ー リ エ 級 数 が 得 ら れ る 。  
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21

0
, 0,1, 2, , 1

kmN i
N

m k
k

x C e m N
π −  

 

=

= = −∑       (48 )  

21

0

1 , 0,1, 2, , 1
2

kmN i
Nk k

k m
m

A iBC x e k N
N

π − −  
 

=

−
= = = −∑     (49 )  

な お 、
*

N k kC C− = （ *は 共 役 複 素 数 ） よ り 、 ( )0,1, 2, , / 2kC k N=  が 分 か れ ば よ い 。  

フ ー リ エ 係 数 を 振 幅 と 位 相 を 用 い て 表 す と  

 ki
k kC C e φ=  

こ こ に  

 2 21
2k k kC A B= +  

 1tan k
k

k

A
B

φ −  
= − 

 
 

な お 、 振 動 数 を 横 軸 に し て kC と kφ を グ ラ フ 化 し た も の を 、 そ れ ぞ れ 振 幅 ス ペ ク ト

ル と 位 相 ス ペ ク ト ル と い う 。た だ し 、後 述 す る よ う に 、波 形 の フ ー リ エ ス ペ ク ト ル

と い う と き に は 、 振 幅 ス ペ ク ト ル kC に 継 続 時 間 T を 掛 け た 値 の こ と を い う 。  

 コ ン ピ ュ ー タ で 地 震 動 波 形 の フ ー リ エ 変 換 を 計 算 す る に は 、 こ の 有 限 フ ー リ エ 級

数 を 用 い る 。 本 書 で は 説 明 し な い が 、 有 限 フ ー リ エ 係 数 を 求 め る 画 期 的 な ア ル ゴ リ

ズ ム に 高 速 フ ー リ エ 変 換 が あ る 。  

 

な お 、  

( ) , ( 0,1, 2, , 1)mx x t t m t m N= = ∆ = − ,   

継 続 時 間 tNT ∆= ,  
2 2
T N t
π πω∆ = =

∆
,  ( )0,1, 2, , 1k k k Nω ω= ∆ = −   

と お く と  

22 / N 2 / N k
tkm k k t k t t
t T

ππ π ω ω   = = = ∆ =   ∆   
 

従 っ て 、 ( ) , ( 0,1, 2, , 1)x t t m t m N= ∆ = − の 有 限 フ ー リ エ 変 換 は  

( )
1

0

1 , 0,1, 2, , 1k

N
i t

k
m

C x t e k N
N

ω
−

−

=

= = −∑       (50 )  

有 限 フ ー リ エ 逆 変 換 は  

i  

/ 2kB−  
kC  

/ 2kA  

kφ  
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( )
1

0
, 0,1, 2, , 1k

N
i t

k
k

x t C e m Nω
−

=

= = −∑       (51 )  

と 書 く こ と も で き る 。  
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４ ． フ ー リ エ 変 換  

関 数 ( )x t の フ ー リ エ 変 換 お よ び フ ー リ エ 逆 変 換 は  

( ) ( ) i tF x t e dtωω
∞ −

−∞
= ∫        (52 )  

( ) ( )1
2

i tx t F e dωω ω
π

∞

−∞
= ∫       (53 )  

あ る い は 、 2 fω π= の 関 係 を 用 い て  

( ) ( ) ( )2i ftF f x t e dtπ∞ −

−∞
= ∫        (54 )  

( ) ( ) ( )2i ftx t F f e dfπ∞

−∞
= ∫        (55 )  

と 定 義 さ れ る 。  

先 の 有 限 フ ー リ エ 係 数  
21

0

1 , 0,1, 2, , 1
kmN i

N
k m

m
C x e k N

N

π − −  
 

=

= = −∑       (56 )  

に お い て 、 時 間 軸 の 原 点 を 継 続 時 間 tNT ∆= の 中 央 に と る と 、  

 ( )
2 2/2 /2

/2 1 /2 1

1 1km kmN Ni i
N N

k m m
m N m N

C x e x t e
N N t

π π   − −   
   

=− + =− +

= = ∆
∆∑ ∑    (57 )  

継 続 時 間 tNT ∆= を 一 定 の ま ま 、 標 本 数 を 増 や す と 、 , 0N t→∞ ∆ → よ り 、  

( )
2

/2

/2

1 ktiT T
k T

C x t e dt
T

π −  
 

−
= ∫       (58 )  

同 様 に 有 限 フ ー リ エ 級 数 は 、 振 動 数 軸 の 原 点 を 中 央 に と る と  
2/2

/2 1
, / 2 1, ,0,1, , / 2

kmN i
N

m k
k N

x C e m N N
π 

 
 

=− +

= = − +∑      (59 )  

標 本 数 を 増 や す と 、 , 0N t→∞ ∆ → よ り 、  

( )
2 kti

T
k

k
x t C e

π ∞  
 

=−∞

= ∑        (60 )  

こ こ で 、  

 ( ) ( )
2 1kti

T
k

k
x t TC e

T

π ∞  
 

=−∞

= ∑       (61 )  

と し て 、 継 続 時 間 T →∞と す れ ば 、
1,k f df

T T
→ →  さ ら に ( )kTC F f→  と し て  
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 ( ) ( ) ( )2i ftx t F f e dfπ∞

−∞
= ∫        (62 )  

と な り 、 フ ー リ エ 逆 変 換 に 一 致 す る 。 同 様 に 、 有 限 フ ー リ エ 係 数 は 、  

( )
2

/2

/2

ktiT T
k T

TC x t e dt
π −  

 
−

= ∫        (63 )  

と し て 、 T →∞ ,  ( )kTC F f→ と す れ ば  

( ) ( ) ( )2i ftF f x t e dtπ∞ −

−∞
= ∫        (64 )  

と な り 、 フ ー リ エ 変 換 に 一 致 す る 。  

フ ー リ エ ス ペ ク ト ル は  

 ( ) 2 2

2k k k
TF f TC A B= = +       (65 )  

フ ー リ エ 位 相 ス ペ ク ト ル は  

 1tan k
k

k

A
B

φ −  
= − 

 
       (66 )  

と な る 。  
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＜ 演 習 問 題 ＞  

サ イ ン 波 形  

( ) ( ) ( )0 0sin sin 2 / , ( 0,1, 2, , 1)m m m mx x t t k m N t m t m Nω π= = = = ∆ = −  

の フ ー リ エ ス ペ ク ト ル を 求 め よ 。  

 

＜ 解 答 ＞  

有 限 フ ー リ エ 逆 変 換  

( )∑
−

=

+



 ++=

12/

1

2/0 2/2cos
2

2sin2cos
2

N

k

N
kkm N

mNA
N
kmB

N
kmAAx πππ  

と の 比 較 か ら 、  

01,iA i k= = ,   00,iA i k= ≠ ,   0iB =  

従 っ て 、 フ ー リ エ 係 数 を グ ラ フ に す る と  

 

 

 

 

 

 

フ ー リ エ ス ペ ク ト ル は  

( )
0

2 2

2 2 2 2k k k k
T T T N tF f TC A B A ∆

= = + = = =  

な の で 、 ス ペ ク ト ル 振 幅 は 継 続 時 間 T の 半 分 と な る 。  

 

 

 

 

 

 

つ ま り 、 同 じ サ イ ン 波 形 で も 継 続 時 間 に よ っ て フ ー リ エ ス ペ ク ト ル の 振 幅 が 異 な る

結 果 と な る 。  

0  1  N/2  k 0  

1  

N/2-

 

0  1  N/2  k 0  

/ 2T  

N /2 -
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５ ． 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル と フ ー リ エ ス ペ ク ト ル  

 地 動 加 速 度 波 形 ( )a t の フ ー リ エ 変 換 は 、 継 続 時 間 を T と す る と  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

cos sin
T T Ti t i tF a t e dt a t e dt a t t dt i a t t dtω ωω ω ω

∞ − −

−∞
= = = −∫ ∫ ∫ ∫   (67 )  

従 っ て 、 フ ー リ エ ス ペ ク ト ル は 、  

 ( ) ( )( ) ( )( )2 2

0 0
cos sin

T T
F a t t dt a t t dtω ω ω= +∫ ∫      (68 )  

と な る 。 一 方 、 ( )a t を 入 力 と す る １ 自 由 度 系 の 運 動 方 程 式 は 、  

mx cx kx ma+ + = −          (69 )  

ま た は  

 22x h x x aω ω+ + = −          (70 )  

時 刻 t で の 変 位 ( )x t は 、 時 間 0 t ま で の 入 力 ( )a t を 考 え れ ば よ い の で  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0

1 sin ' , ' 1
'

t h tx t a e t d hω ττ ω τ τ ω ω
ω

− −= − − = −∫      (71 )  

応 答 速 度 は  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
20 0

cos ' sin '
1

t th t h thx t a e t d a e t d
h

ω τ ω ττ ω τ τ τ ω τ τ− − − −= − − −
−

∫ ∫    (72 )  

減 衰 定 数 0h = の と き  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
cos cos sin cos

t
x t a t d A t B t A B tτ ω τ τ ω ω θ= − = + = + −∫    (73 )  

 こ こ に 、 ( ) ( )
0 0

cos , sin , tan
t t

A a d B a d A Bτ ωτ τ τ ωτ τ θ= = =∫ ∫    (74 )  

従 っ て 、 速 度 の 最 大 値 （ 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル ( )VS ω ） は  

 ( ) ( )( ) ( )( )2 2
2 2

0 0max
max

cos sin
t t

VS A B a t t dt a t t dtω ω ω= + = +∫ ∫    (75 )  

と な る 。  

 こ れ よ り 、 非 減 衰 の 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル ( ) 0V h
S ω

=
と 地 動 加 速 度 の フ ー リ エ ス ペ ク

ト ル ( )F ω の 間 に 次 式 が 成 立 す る こ と が わ か る 。  

( ) ( )0V h
S Fω ω

=
≈         (76 )  

最 大 値 の 発 生 す る 時 刻 tが 地 震 動 の 継 続 時 間 T と 一 致 す れ ば 、両 者 は 完 全 に 一 致 す る。 
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エ ル セ ン ト ロ 記 録 に つ い て 、 フ ー リ エ ス ペ ク ト ル 、 非 減 衰 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル 、

位 相 ス ペ ク ト ル を 以 下 に 示 す 。  

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 2 4 6 8 10

フーリエスペクトル
非減衰速度応答スペクトル

m/s

Hz

 

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 2 4 6 8 10

Hz

radian
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６ ． 模 擬 地 震 動 の 作 成 法  

１ ） 設 計 用 加 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル  

 建 築 基 準 法 で は 、 極 め て 稀 に 起 こ る 地 震 の 設 計 用 加 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル を 次 式 で

定 義 し て い る 。 し か し 、 波 形 の 形 で は 与 え ら れ て い な い 。  

 

( )
( )

( )
( )

2

3.2 30 0.16
/ 8.0 0.16 0.64

5.12 0.64
A

T T s
S m s s T s

T s T

+ <
= ≤ <
 ≤

    (77 )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 一 方 、高 さ 60m を 超 え る 超 高 層 建 物 の 耐 震 設 計 で は 、地 動 加 速 度 波 形 を 用 い た 時

刻 歴 応 答 解 析 が 義 務 付 け ら れ て い る 。 以 下 に 、 フ ー リ エ 変 換 を 用 い て 、 設 計 用 の 加

速 度 応 答 ス ペ ク ト ル に 適 合 す る 地 動 加 速 度 波 形（ 模 擬 地 震 動 ）を 作 成 す る 方 法 を 示

そ う 。  

２ ） フ ー リ エ ス ペ ク ト ル の 設 定 方 法  

 い ま 、 フ ー リ エ ス ペ ク ト ル と 位 相 ス ペ ク ト ル  

 , , 0,1, 2, , / 2k kF k Nφ =        (78 )  

が 与 え ら れ て い る と き 、 フ ー リ エ 係 数 は  

( )( )cos sin , 0,1,2, , / 2ki
k k k k kC C e F T i k Nφ φ φ= = + =     (79 )  

*
N k kC C− =         (80 )  

と な る の で 、 フ ー リ エ 逆 変 換 か ら 時 刻 歴 波 形 が 以 下 の よ う に 得 ら れ る 。  
21

0
, 0,1, 2, , 1

kmN i
N

m k
k

x C e m N
π −  

 

=

= = −∑       (81 )  

 フ ー リ エ ス ペ ク ト ル に つ い て は 、 第 一 近 似 と し て 非 減 衰 の 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル を

使 う こ と を 考 え る 。  

0

2

4

6

8

10

0 1 2 3

2/m s  

( )T s  
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い ま 、 減 衰 定 数 0.05h = の 加 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル  

 ( ) 0.05
, 0,1, 2, , / 2A k h

S f k N
=

=        (82 )  

が 与 え ら れ て い る と き 、 疑 似 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル は  

 ( ) ( ) ( )0.05 0.05
2V k A k kh h

S f S f fπ
= =

=       (83 )  

と な る 。 非 減 衰 （ 0h = ） の 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル は 、 次 の 換 算 式 か ら 求 め る 。  

 ( ) ( )0 0.05V k h V kh h
S f F S f

= =
=       (84 )  

hF は 減 衰 に よ る 応 答 ス ペ ク ト ル の 補 正 率 で あ り 、 こ こ で は 次 式 を 用 い る 。  

 1.5
1 10hF

h
=

+
        (85 )  

従 っ て 、 加 速 度 波 形 の フ ー リ エ ス ペ ク ト ル の 第 一 近 似 は 、  

 ( ) ( ) ( )00 0.05 0.05
1.5k V k h V k V kh h h

F S f F S f S f== = =
= = =     (86 )  

と な る 。  

３ ） 位 相 ス ペ ク ト ル の 設 定 方 法  

位 相 ス ペ ク ト ル に つ い て は 、 と く に 決 ま っ た 方 法 は な く 、 0 2π の 一 様 乱 数 や 実

地 震 の 位 相 ス ペ ク ト ル を 用 い る こ と が あ る 。  

一 様 乱 数 を 用 い る 場 合 に は 、 時 刻 歴 に 包 絡 関 数 ( )e t を 掛 け る こ と が 一 般 に 行 わ れ

る 。（ 財 ）日 本 建 築 セ ン タ ー・設 計 用 入 力 地 震 動 作 成 手 法 技 術 指 針 案 に 示 さ れ て い る 。

地 震 動 の 包 絡 関 数 を 以 下 に 示 す 。  

 

レ ベ ル １ （ 使 用 限 界 ）    レ ベ ル ２ （ 終 局 限 界 ）  

( )
( )

( )( )

( )
( )
( )

25 0 5
1.0 5 25

exp 0.066 25 25 60

t s t s
e t s t s

t s t s

 < <


= ≤ <
 − − ≤ <

 ( )
( )

( )( )

( )
( )
( )

25 0 5
1.0 5 35

exp 0.027 35 35 120

t s t s
e t s t s

t s t s

 < <


= ≤ <
 − − ≤ <

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )e t  

t  
0  5       25  35         60                      120 s  

1 

L e v e l  1  L e v e l  2  
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実 地 震 の 位 相 ス ペ ク ト ル は 以 下 の 手 順 に よ り 求 め る 。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

・ 計 算 フ ロ ー  

 作 成 さ れ た 模 擬 地 震 動 の 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル ( )i
V kS f を 計 算 し 、目 標 値 ( )TV kS f との

誤 差 が 十 分 に 小 さ く な る ま で 、 フ ー リ エ ス ペ ク ト ル を 修 正 し て 計 算 し 直 す 。  

 
( )
( )

1 0.05

0.05

,
T

V ki i h
k i k i i

V k h

S f
F F

S f
γ γ+ =

=

= =       (87 )  

 

 

 

 

    

    

 

( )0,1, 2, , 1mx m N= −

  実 地 震 動 デ ー タ 読 み 込 み  

21

0

1 , 0,1, 2, , 1
kmN i

N
k m

m
C x e k N

N

π − −  
 

=

= = −∑ 

 

( ) ( )2 Re , 2 Imk k k kA C B C= = −  

( )1tank k kB Aφ −= −  

フ ー リ エ 変 換  

フ ー リ エ 係 数  

位 相 ス ペ ク ト ル  
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以 下 に 、模 擬 地 震 動 の 作 成 フ ロ ー を ま と め る 。作 成 さ れ た 加 速 度 波 形 の ゼ ロ 軸（ 基

線 ） が ず れ て 不 自 然 な 波 形 に な ら な い よ う に 、 適 宜 ゼ ロ 軸 の 補 正 を 行 う 。  
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0
, 0,1, 2, , 1

kmN i
N

m k
k

x C e m N
π −  

 

=

= = −∑ 

 

( ) ( )0
, 0 , 0.051.5

, 0,1, 2, , / 2

i
k V h k V h k

k

F S f S f
k Nφ

=
= == =

= 

  

( )( )cos sin , 0,1,2, , / 2ki i
k k k k kC C e F T i k Nφ φ φ= = + = 

 

( ), 0.05
i
V h kS f=

 

( )
( )

0.05

0.05

T
V k h

i i
V k h

S f

S f
γ =

=

=  

1i i
k i kF Fγ+ =  

1+= ii  

フ ー リ エ ス ペ ク ト ル と  
位 相 ス ペ ク ト ル の 初 期 値 を 与 え る  

フ ー リ エ 係 数  

( )21
0.05

/ 2 1

k
k

N

γ
ε

−
= <

+

∑
 

N O  

Y E S  

E N D  

模 擬 地 震 動 の 時 刻 歴  

基 線 補 正  

減 衰 定 数 05.0=h の 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル

 

目 標 ス ペ ク ト ル と の 比 率 を 計 算  

目 標 ス ペ ク ト ル と の 差 が  
十 分 に 小 さ い か 判 定  

フ ー リ エ ス ペ ク ト ル を 修 正  

m m mx e x=  位 相 が 一 様 乱 数 の 場 合 に は 、 包 絡 関 数 を 乗 じ る 。 

フ ー リ エ 逆 変 換  

フ ー リ エ 変 換  , 0,1, 2, , / 2i
k kF T C k N= = 
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 設 計 用 加 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル に 適 合 し 、 位 相 ス ペ ク ト ル が 異 な る 模 擬 地 震 動 の 例

を 図 に 示 す 。 両 者 と も 加 速 度 応 答 ス ペ ク ト ル は 、 よ く 適 用 し て い る が 、 波 形 の 形 は

大 き く 異 な っ て い る こ と が わ か る 。  
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(a )  random phase               (b )  phase  o f  1995  Kobe  earthquake  
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７ ． 自 己 相 関 関 数 と パ ワ ー ス ペ ク ト ル  

 

関 数 ( )x t と ( )x t τ+ の 積 の 平 均 値 を 自 己 相 関 関 数 と い い 、 次 式 の よ う に 表 す 。  

( ) ( ) ( )
/2

/2

1 T

T
R x t x t dt

T
τ τ

−
= +∫        (88 )  

積 分 範 囲 を 拡 大 す る と  

 ( ) ( ) ( )1R x t x t dt
T

τ τ
∞

−∞
= +∫       (89 )  

自 己 相 関 関 数 ( )R τ の フ ー リ エ 変 換 を パ ワ ー ス ペ ク ト ル （ 密 度 関 数 ） ( )S ω と い う 。 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2

1

1

1 1

1 1

i

i

i t i t

i t i t

S R e d

x t x t dt e d
T

x t x t e d e dt
T

x t F e dt F x t e dt
T T

F F F
T T

ωτ

ωτ

ω τ ω

ω ω

ω τ τ

τ τ

τ τ

ω ω

ω ω ω

∞ −

−∞

∞ ∞ −

−∞ −∞

∞ ∞ − +

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

=

 = +  

 = +  

 = = 

= − =

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

    (90 )  

よ り 、 パ ワ ー ス ペ ク ト ル ( )S ω は フ ー リ エ ス ペ ク ト ル ( )F ω の 平 均 パ ワ ー （ 二 乗 ） で

あ る こ と が わ か る 。  
ま た 、 自 己 相 関 関 数 は パ ワ ー ス ペ ク ト ル の フ ー リ エ 逆 変 換 と な る 。  

 ( ) ( )1
2

iR S e dωττ ω ω
π

∞ −

−∞
= ∫       (91 )  

 
な お 、 ( ) ( )S Sω ω= − で あ り 、 正 負 の 周 波 数 で 同 じ 値 を も つ こ と か ら 、 正 側 の 周 波

数 の み を 考 慮 し た 片 側 パ ワ ー ス ペ ク ト ル ( )G ω を 用 い る こ と も 多 い 。  

 ( ) ( )2 , 0G Sω ω ω= >        (92 )  
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８ ． パ ワ ー ス ペ ク ト ル に 適 合 す る 波 形 作 成  

 目 標 と す る パ ワ ー ス ペ ク ト ル に 適 合 す る 波 形 を 作 成 す る 場 合 に は 、 前 節 の 模 擬 地

震 動 の フ ロ ー は 、 よ り 簡 略 に な る 。  
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0
, 0,1, 2, , 1

kmN i
N

m k
k

x C e m N
π −  

 

=

= = −∑ 

 

0

, 0,1, 2, , / 2

i
k k

k

F S T
k Nφ

= =

= 

  

( )( )cos sin , 0,1,2, , / 2ki i
k k k k kC C e F T i k Nφ φ φ= = + = 

 

21i i
k kS F

T
=  

T
k

i i
k

S
S

γ =  

1i i
k i kF Fγ+ =  

1+= ii  

フ ー リ エ ス ペ ク ト ル と  
位 相 ス ペ ク ト ル の 初 期 値 を 与 え る  

フ ー リ エ 係 数  

( )21
0.05

/ 2 1

k
k

N

γ
ε

−
= <

+

∑
 

N O  

Y E S  

E N D  

模 擬 地 震 動 の 時 刻 歴  

基 線 補 正  

パ ワ ー ス ペ ク ト ル を 計 算  

目 標 パ ワ ー ス ペ ク ト ル と の 比 率 を 計 算  

フ ー リ エ ス ペ ク ト ル を 修 正  

m m mx e x=  位 相 が 一 様 乱 数 の 場 合 に は 、 包 絡 関 数 を 乗 じ る 。 

フ ー リ エ 逆 変 換  

フ ー リ エ 変 換  , 0,1, 2, , / 2i
k kF T C k N= = 
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